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1. Limite de functii
1.1 Notiuni elementare despre multimi de puncte pe
dreapta reala
1.1.1'Operatii algebrice cu numere reale

Operatiile algebrice pe multimea numerelor reale sunt: adu-
narea si inmultirea. Ele se definesc ca extensii ale operatiilor
de adunare si Tnmultire din multimea numerelor rationale.

a) Proprietitile adunarii

1) Asociativitatea: (x +y) +z=x+ (y + 2) (V)x,v,z € R;
2) Comutativitatea: x +y =y + x (V)x,y € R;
3) Elementneutru0: x +0=0+x = x (V)x €R;
4) Element opus: : x + (—=x) = (—=x) + x (V)x € R; numirul - x
se numeste opusul lui x.
b) Proprietatile inmultirii
1) Asociativitatea: (xy)z = x(yz) (V)x,y,z € R;
2) Comutativitatea: xy = yx (V)x,y € R;
3) Elementneutrul: x-1=1-x=x (V)x €R;

2 ; 15 1
4) Element inversabil : x- e 1T (M)xEeR, x+0;
X
1 ; ;
numarul — se numeste inversul lui x.
X

¢) Proprietate de legatura intre inmultire si adunare

1) Distributivitatea Tnmultirii fata de adunare:
x(y+2z) =xy+xz(¥)x,y,z€R.

Observatie. Ca operatii derivate ale adunarii si inmultirii se
sot defini operatiile de scadere si impartire.

x—y=x+(y),¥V)x,yER;

1
Xy = 5=y 0
y i



1.1.2 Ordonarea numerelor reale

Introducem pe R relatiile < respectiv < astfel:
a) x<ydacay—x>0;
b) x < y'dacd'y —x=0.

a) Proprietatea de trihotomie. Oricare ar fi x,y € R este
adevarata una si numai una din relatiile x <y, x =y, x > y.

b) Proprietitile relatiei <:
1) x < x, (¥)x € R (reflexivitate);
2) x <y,y < x = x =y (antisimetrie);
3) x <y,y < z=x < z (tranzitivitate).

Relatia <, este reflexiva, antisimetrica si tranzitiva si deci este
o relatie de ordine pe multimea R.

Relatia < este tranzitiv, dar nu este reflexiva si antisimetrica
si deci nu este relatie de ordine pe multimea R.

¢) Relatia < este o relatie de ordine totald pe R, deoarece
(W)x,y ERavemx < ysauy < x.

d) Proprietiti de legitura are relatiei < cu operatiile de
adunare si inmultire:
Dx<yze R3x 25y 47
Dx L yzst=ntzsytt
) x<y,z>0=xz <yz;
4) x<yz<0=3x22yz;
5y x <y, z 2t >0y 50,220t > 0, implica = xz < yt.

1.1.3 Modulul unui numir real

Definitie. Valoarea absolutd sau modulul unui numar real x
x, dacax =0

se defineste astfel: |x ={ 4 !
3P GeiltE Il —x,dacax <0

Proprietati:
1) |x| =0,(V)x €R;
2) lx| =0=x=0;



3) |=x| = |x|,(v)x € R;

4) |xyl = Ix| : [y, (¥)x,y €R;

~ =%‘ (Wx,y ERy # 0;

) (el =Tylf < 1x # 9 <1zl # 1yl (W)x, y € R;
0, dacaa =0 .

+a, dacaa > 0’

8) lxl <aa>0 —a<x<a;

9) |x| >a,a>0&x < —a sau x > a.

N

=)

7) Isza@xz{

1.1.4 Operatii cu intervale de numere reale

Fiind date numerele a, b € R, a < b, definim urmatoarele
submultimi ale lui R pe care le numim intervale:

1) [a,b] ={x € R|a < x < b} - interval inchis in a §i b
2) (a,b) ={x € R|a < x < b} - interval deschis in a si b
3) [a,b) = {x € R|a < x < b} - interval inchis in a, deschis in b
4) (a,b] = {x € R|a < x < b} - interval deschis in g, inchis in b
5) [a,) = {x € R|x = a} - interval inchis la stinga in a si
nemarginit la dreapta
6) (a,) = {x € R|x > a} - interval deschis la stinga in a si
nemarginit la dreapta
8) (—o0,b] = {x € R|x < b} - interval nemarginit la stinga si
inchis la dreapta in b
9) (—o,b) = {x € R|x < b} - interval nemarginit la stinga si
deschis la dreapta n b.

Operatiile cu intervale se definesc la fel ca operatiile cu
multimi.

Distanta euclidiani dintre numerele reale a si b se defineste
ca fiind numarul d(a, b) = |a — b|.

Axioma lui Arhimede. Pentru orice x € R, existd un numar
intreg unic n, astfel incat n < x <n + 1. Numarul n se numeste
partea intreagd a lui x si se noteaza [x]



1.1.5 Multimi marginite

Definitie. Fiind datd multimea nevida A ¢ R, numim mino-
rant al multimii 4 numarul m € R astfel incdtm < x, (V)x € A.

Exemplu. © Numaral 1''este minorant al multimii {3,4,5},
deoarece 1 <3,1<4,1<5.

Definitie. Fiind data multimea nevida A R, numim majo-
rant al multimii 4 numarul M € R astfel incat x < M, (V)x € A

Exemplu. Numarul 8 este majorant al multimii (1,2)
deoarece x < 8,(V)x € (1,2).

Definitie. O multime nevida A < R se numeste marginita
inferior daci are cel putin un minorant.

Exemplu. Multimea (2, 7) este marginita inferior deoarece 0
este un minorant al ei.

Definitie. O multime neviddi A < R se numeste mirginitia
superior daca are cel putin un majorant.

Exemplu. Multimea (1,9) este marginita superior deoarece
10 este un majorant al ei.

Definitie. O multime nevidda A c R se numeste marginita
daca este marginita superior si inferior.

Exemplu. Multimea (2,7) este marginita superior de 15 si
inferior de 0, deci este marginita.

Definitie. O multime nevida A = R se numeste nemarginita
daca nu este marginita, .

Exemplu. Multimea (0, o) este marginita inferior si nu este
marginitd superior deci nu este marginita.

Teoremd. O multime nevidi A c R este marginitd dacd si
numai dacd exista M > 0, astfel incat |x| < M, (V)x € A.

Consecintii. O multime nevidd A < R este nemarginitd daca si
numai dacd (V)M > 0, existd x, € A astfel incat |xy | > M.

6



1.1.6 Marginile unei multimi

Definitie. Fie multimea nevida A < R. Numarul m € R se
numeste minimul multimii 4 si se noteaza cu min A daca:
a) i esterminorant pentru multimea A;
b) m € 4.

Definitie. Fie multimea nevida A < R, Numarul M € R se
numeste maximul multimii 4 si se noteaza cu max A daca:
a) M este majorant pentru multimea 4;

b) M € A.

Exemplu. Multimea A = [1,5] are min A = 1 si max A = 5.

Definitie. Fie multimea nevida A — R.
a) Cel mai mare minorant al multimii 4 ( daca existd ) se numeste
infimum sau margine inferioara pentru multimea A4 si se noteaza
inf A.
b) Cel mai mic majorant al multimii 4 ( daca existd ) se numeste
supremum sau margine superioard pentru multimea 4 si se
noteaza sup 4.

Observatie.
a) Dacd (3)inf A € A, atunci inf A = minA;
b) Daca (3)sup A € A4, atunci sup A = max A.

Exemplu. Pentru multimea A = (0,4], avem inf A =0 si
sup A = max4 = 4.

Axioma lui Cantor. Orice multime nevida de numere reale,
mirginitd inferior admite o margine inferioara.

Consecinti. Orice multime nevida de numere reale, marginita
superior admite 0 margine superioara.
¥

Observatie.
a) Daca A — R este o multime nemarginita inferior, atunci ea nu
are minorant numar real, si in acest caz vom lua inf A = —oo,
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b) Dacd A c R este 0 multime nemarginita superior, atunci ea nu
are majorant numar real, si in acest caz vom lua sup A = +oo,

Notatie. Notaim R = RU {—o0, +0}.
1.1.7 Vecinatati, puncte de acumulare

Definitia. Multimea VV < R se numeste vecinitate a punctului
a € R daca exista interval deschis (b, ¢) astfel incat a € (b, c)cV.

Exemplu. Intervalul (1,5) este vecindtate pentru punctul 3,
deoarece 3 € (2,4)c(1,5).

Definitia. Multimea I/ — R se numeste vecinatate a lui +oo
dacd existd interval deschis (a, +00) astfel incat (a, +o0) < V.

Definitia. Multimea V' < R se numeste vecinitate a lui —oo
daca exista interval deschis (—oo, a) astfel incat (—oo,a) < V.

Notatie. Pentru a € R notaim V (@) multimea vecinatatilor
punctului a.

Definitie. Fie multimea nevida A = R. Numirul a € R se
numeste punct de acumulare al multimii 4, daca pentru orice
vecinitate V' € V (@), An (V —{a}) # @.

Observatie. Orice punct a € R care nu este punct de acumu-
lare al lui 4 se numeste punct izolat al multimii 4.

Exemple. Pentru multimea A4 = (1,3) multimea punctelor de
acumulare este [1,3], iar pentru multimea {1,2,3} nu exista
puncte de acumulare, iar punctele 1, 2, 3 sunt puncte izolate.

1.2 Functii reale de variabila reala

Definitie. Fiind date multimile A, B c R, functia f:4 - B se
numeste functie reali de variabili reala.

Definitie. Functia f: A — R se numeste functie marginita

8



inferior dacd existd a € R, astfel incat f(x) > a,(V)x €A.

Definitie. Functia f: 4 — R se numeste functiec mairginita
superior daca existd a € R, astfel incat f(x) < a,(V)x €A .

Definitie. Functia f:A — R se numeste functiec mirginita
daca este marginita inferior si superior.

Exemplu. Functia f:[1,2] = R, f(x) = x3 este marginit,
deoarece 1 < f(x) < 8 (¥)x € [1,2].

1.3 Siruri de numere reale
1.3.1 Notiunea de sir

Definitie. Fiind datd o multime oarecare A, numim sir de
clemente din multimea A o functie f: N* — A.
Dacd A c R, atunci sirul se numeste sir de numere reale.
Notim f(n) = a, iar sirul de numere reale cu (a,)n>1-
Exemple. a) (a,).>1,a, = 2n+ 3.
b) (ap)ns1,01 = @, ap41 = @y + 7,7 € R — progresie aritmetici.

Definitie. Fie (a,,),>1 un sir de numere reale si @: N* —» N* o
functie strict crescatoare. Sirul (aw(n))nlee numeste subsir al
sirului (ay)ps1-

Exemplu. Fiind dat sirul (a,),>1,a, = 2n+5s5i@:N* > N*
p(n) = 2n, atunci Ay (ny = Az, = 4n + 5.

1.3.2 Limite de siruri

Definitie. Un sir de numere reale (a, ), are limita a dacé in
afara oricarei vecinitati a lui @ se afld un numar finit de termeni ai
sirului. Notam lim a, = a.

n—oo
n+1
=1

Exemplu. Sa3aratam ca: lim =
n-wn + 2




Vom arata ca in afara oricarei vecinatati V = (1 —¢,1 4+ ¢) cu
& > 0 existd un numar finit de termeni ai sirului. Din conditia

Jinst- BlE f 7 el 1'=2¢
eVeobtinem:1 < —— <l+een>———(C1).
2 n+ 2 £

1+

1
Dacie = > atunci (1)este adevarata pentru orice n > 1 si

atunci in afara vecinatatii ' nu se afla nici un termen al sirului.
R s 1-2¢ . s
Dacd e < > atunci luam n(e) = |——| + 1 si atunci n afara
£

vecinatatii V' se afla termenii ay, az, -+, @y ).

Definitie. Un sir de numere reale (a,,),>; are limita +co daca
in afara oricarei vecinatati a lui +oo se afla un numar finit de ter-
meni ai sirului. Notam lim a, = +oo.

n-—oo

Definitie. Un sir de numere reale (a, ), >; are limita —co daca
in afara oricarei vecinatati a lui —oo se afla un numar finit de ter-
meni ai sirului. Notam lim a,, = —oo.

n-—-oo

1.3.3 Proprietiti ale sirurilor care au limita
Teorema. Limita unui sir de numere reale daca exista este
unica.
Definitie. Un sir de numere reale care are limita finita se nu-
meste sir convergent.
: n Wb | ’
Exemplu. Sirul (a,),>1,a, = —— are limitail si este deci

! n+5
sir convergent.

Definitie. Un sir de numere reale care are limita +oco sau —oo
se numeste sir divergent.
Exemplu. Sirul (a,),>1,a, =1+ (—=1)" este de fapt sirul
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